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梁柱元素與質點法於動力分析中之接觸演算法 

林昱廷 楊文嘉* 

摘  要 質點法在土石流等模擬中表現優異，但在包含結構物時，因針對連續體設置的網格尺寸對於結構

構件過於粗糙，故難以準確評估其應力。本研究引入梁柱元素以提升應力計算的準確性。梁柱元素與質點法

透過兩段式接觸演算法實現互動：第一步將梁柱元素視為質點法的速度邊界條件以求得節點邊界力，第二步

利用節點邊界力更新梁柱元素與質點法粒子的運動狀態。數值試驗結果顯示，引入梁柱元素能提高桿件撓曲

應力場的精準度，並增加計算效率。 

關鍵詞：質點法、梁柱元素、接觸演算法、梁理論 

Contact Algorithm for Material Point Method With Beam-Column 
Elements 

Yu-Ting Lin Wen-Chia Yang* 
ABSTRACT The Material Point Method (MPM) performs well in simulating large deformations of continua, such 

as debris flows. However, when structural components are involved in simulations, the grid sizes of the simulated 

continua are often overly coarse relative to the structural elements, which increases the difficulty of accurately assessing 

the internal stresses of the structural members. Thus, this study introduces beam-column elements into the MPM, lev-

eraging beam theory to improve the accuracy of stress calculations. The beam-column elements and the MPM are 

integrated using a two-stage contact algorithm. In the first stage, the beam-column elements are treated as velocity 

boundary conditions in the MPM to obtain nodal boundary forces, and in the second stage, these forces are used to 

update the states of both the beam-column elements and the MPM-simulated continua. Numerical experiments reveal 

that although the proposed projection-point-searching algorithm is less efficient under large displacements, the use of 

beam-column elements can prevent shear locking and enhance the accuracy of the internal flexural stress field of the 

structural members in MPM simulations. Moreover, simulations involving beam-column elements are significantly 

more efficient than particle-based simulations of structural members. 

Key Words: Material point method, beam-column elements, contact algorithm, beam theory. 
 

一、緒  論 

台灣山形陡峭、地震頻繁，加之極端氣候下暴雨沖刷，

導致邊坡滑動和土石流等自然災害頻繁發生，對生活安全和

經濟活動構成了重大威脅。因此，開發有效的防災措施和災

後處理策略，對於降低這些自然災害的影響至關重要。針對

此問題，當前係以現場調查和監測為主，但由於受到地形和

氣候因素的限制，往往難以獲得完整的數據，故需要有效的

數值模擬方法來填補這一空白。 

質點法 (Material Point Method, MPM) 自 Sulsky 等人於

1995 年提出以來，已被廣泛應用於模擬大變形和大位移的

彈塑性連續體運動問題，尤其是在邊坡崩塌和土石流的動態

行為研究中展示了其獨特的優勢。眾多學者如楊國鑫等 

(2023)、賴宜群 (2020)、Abe and Konagai (2016)、Ng et al. 

(2023) 和 Yerro (2015) 的研究都證明了質點法在預測土石

流和滑坡動態趨勢方面的有效性。 

然而，若欲進一步探討建築物、橋梁結構和鋼構造防砂

壩(林德貴等，2023)等人造建物在土石流作用下的受力反應

以及梁柱桿件設計需求時，單純使用質點法將略顯不足。主

要原因為結構物中梁柱斷面尺寸遠小於問題的尺度，依據土

體建置之計算網格，對於梁柱斷面來說過於粗糙，故無法準

確的評估結構物的梁柱桿件內力。為了改善此問題，本研究

將有限元素法中的梁柱元素 (beam-column element) 導入質

點法的模擬中，借助梁柱元素具計算效率和分析精準度的優

點，提高質點法於工程應用的可靠性。 

本研究基於 Yang (2016) 提出的質點法邊界模擬技巧，

將梁柱元素在每一分析步中視為計算網格之速度邊界，並於

每一分析步結束前，與質點法之粒子同時進行位移與變形的

更新，屬兩階段式的接觸演算法。本文將先介紹質點法以及

Yang (2016) 之邊界模擬技巧，其次將敘述本研究新提出之

接觸演算法，並通過梁之動力反應問題進行數值驗證，文末

將總結本研究之發現。 
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二、質點法 

 質點法 (Material Point Method，MPM) 係 Sulsky 等

人  (1995) 將用於流體力學模擬的 FLIP (Brackbill et al., 

1988) 延伸至固體力學應用之數值方法。此法使用粒子 

(particle) 記錄與追蹤物體當前的材料狀態、位置、速度等資

訊，並利用拉格朗日 (Lagrangian) 網格計算物體下一分析

步的狀態。如圖 1 所示，質點法每一步的計算流程包含四個

步驟：(1) 將粒子所攜帶的訊息投射至網格節點上；(2) 於網

格上計算節點速度與位置之改變量；(3) 透過內插將運動、

變形之更新資訊傳回至粒子；(4) 更新粒子狀態並依照需求

重置網格。本節將介紹質點法所採用的物體運動控制方程

式，及其演算法。 

 

 

圖 1  質點法於每一步更新的計算流程 

Fig.1 Updating procedure in a single analysis step 

1. 控制方程式 

質點法係以柯西 (Cauchy) 運動方程式描述連續體	ߗ	

的運動與變形： 

ࢇߩ ൌ div	࣌ ൅  (1) ࢈ߩ

其中，ߩሺ࢞, ,ሺ࢞ࢇ、 為質量密度 (mass density)	ሻݐ 為加速度	ሻݐ

向量、࣌ሺ࢞,  為柯西應力張量 (Cauchy stress tensor) 以及	ሻݐ

,ሺ࢞࢈ 的	ݐ	࢞為當前時間	為比物體力 (specific body force)。	ሻݐ

位置。連續體	ߗ	的邊界條件包含速度邊界條件： 

࢜ሺ࢞, ሻݐ ൌ ࢜∗ሺ࢞, ࢞				for				ሻݐ ∈  ௩ (2)ߗ߲

和表面力 (traction) 邊界條件 (即工程領域之應力邊界條

件)： 

࣌ሺ࢞, ሻݐ ∙ ࢔ ൌ ࣎∗ሺ࢞, ࢞				for				ሻݐ ∈  ఛ (3)ߗ߲

其中  ࢜ሺ࢞, 之向外法 ߗ߲ 邊界 ߗ	為連續體	࢔，為速度向量	ሻݐ

向量。߲ߗ௩	 與 ߲ߗఛ	皆為 ߲ߗ 之一部分。在邊界上，亦或定

義有速度邊界條件࢜∗ሺ࢞, ሻ、亦或定義有表面力邊界條件ݐ

࣎∗ሺ࢞, ௩ߗ߲：ሻ，以數學表示為ݐ ∪ ఛߗ߲ ൌ ௩ߗ߲ 且 ߗ߲ ∩ ఛߗ߲ ൌ

∅，此處 ∅ 代表空集合。 

2. 質點法演算法 

質點法之計算網格以節點速度與加速度之內差來描述

速 度 與 加 速 度 場 ： ࢜ ൌ ∑ ௜ܰሺࣈሻ࢜௜ሺݐሻ
௡೙
௜ୀଵ  與 ࢇ ൌ

∑ ௜ܰሺࣈሻࢇ௜ሺݐሻ
௡೙
௜ୀଵ ，並以網格計算每一分析步中，粒子運動與

變形狀態的改變量。其中，݊௡ 代表網格節點數量，ࣈ 為自

然座標 (natural coordinate)。 ௜ܰ、࢜௜和 ࢇ௜分別為第 ݅ 個節

點的形狀函數、速度向量與加速度向量。 

以第 ݊ 分析步 (ݐ ൌ 為例，分析步首先利 (ݐ߂௡，步長ݐ

用粒子當下的狀態資訊計算節點加速度與速度： 

݉௜ࢇ௜
௞ ൌ ௜ࢌ

௜௡௧,௞ ൅ ௜ࢌ
௘௫௧,௞  (4) 

݉௜࢜௜
௞ ൌ ௜࢖

௞ (5) 

上標 ݇ 代表網格在第 ݊ 分析步的初始狀態。݉௜ 稱為節點

質量： 

݉௜ ൌ ׬ ߩ ௜ܰ	ܸ݀ஐ ൎ ∑ ݉௣ ௜ܰ௣
௡೛
௣ୀଵ  (6) 

其中 ݊௣ 代表粒子數量，݉௣為粒子 ݌ 的質量。函數之下標

p 代表該函數在第 ݌ 顆粒子位置的值，例如 ௜ܰ௣ ≡ ௜ܰ൫ࣈ௣൯ 

為 ௜ܰ 在第 ݌ 顆粒子位置的值。ࢌ௜
௜௡௧稱為節點內力： 

௜ࢌ
௜௡௧ ൌ െ׬ ׏ ௜ܰ ⋅ ܸ݀ஐ	ഥ࣌ߩ ൎ െ∑ ݉௣׏ ௜ܰ௣ ⋅ ഥ࣌௣

௡೛
௣ୀଵ  (7) 

其中 ഥ࣌ ൌ 為比應力 (specific stress)，સ ߩ/࣌ ௜ܰ為 ௜ܰ之梯度。

௜ࢌ
௘௫௧為節點外力： 

௜ࢌ
௘௫௧ ൌ න ௜ܰ࢈ߩ	ܸ݀

ఆ
൅ න ௜ܰ࣎∗	ܸ݀

డఆഓ

 

ൎ ∑ ݉௣ ௜ܰ௣࢈௣
௡೛
௣ୀଵ ൅ ׬ ௜ܰ࣎∗	ܸ݀డఆഓ

 (8) 

其次，當節點 ݅ 並非座落於 ߲ߗ௩ 時，其節點速度及位

置改變量 (࢜߂௜和࢞߂௜) 為： 

௜࢜߂ ൌ Δࢇݐ௜
௞  (9) 

௜࢞߂ ൌ Δݐ൫࢜௜
௞ ൅ Δࢇݐ௜

௞൯ (10) 

當節點 ݅ 須滿足速度邊界條件࢜௜
∗௅，則其改變量之計算為： 

௜࢜߂ ൌ ࢜௜
∗௅ െ ࢜௜

௞ (11) 

௜࢞߂ ൌ Δ࢜ݐ௜
∗௅ (12) 

此處，࢜௜
∗௅ ≡ ࢜∗ሺ࢞௜,  。௡ାଵሻݐ

最終，粒子之速度、位置和應變改變量可由網格內差而

得；對任一粒子 ݌，其運動狀態在第 ݊ 分析步更新後變為： 

࢜௣ሺݐ௡ାଵሻ ൌ ࢜௣ሺݐ௡ሻ ൅ ∑ ௜ܰ௣࢜߂௜
௡೙
௜ୀଵ  (13) 

࢞௣ሺݐ௡ାଵሻ ൌ ࢞௣ሺݐ௡ሻ ൅ ∑ ௜ܰ௣࢞߂௜
௡೙
௜ୀଵ  (14) 

材料狀態變數及應力之更新則根據粒子材料模型的不

同，由速度梯度 (࢜׏௣ ൌ
ଵ

୼௧
∑ ׏ ௜ܰ௣ ⊗ ௜࢞߂
௡೙
௜ୀଵ ) 或應變增量 

(Δࢿ௣ ൌ Δݐ൫࢜׏௣൯
ୱ୷୫

) 計算而得。 

 

三、速度邊界條件之特殊模擬技術 

質點法通過計算網格更新粒子的動力反應，需在每一分

析步中進行粒子與網格間的連結與資訊傳遞。為了提高計算

效率，常採用規則的網格配置。然而，此網格選擇方式可能

會影響速度邊界條件施加的精準度。針對此議題，Yang 

(2016) 提出了簡易且有效的速度邊界條件轉換模擬技術。此

技術，如圖 2 所示，將速度邊界條件之邊界束制力 (如支承

反力) 轉化為作用在空間中的等效重力場 (specific force 
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field)。 

 

 

圖 2 速度邊界條件之等效重力場示意圖 

Fig.2 Illustration of the equivalent specific force field 

for applying velocity boundary conditions 

此等效重力場 ࢌതሺ࢞ሻ 作用於節點上並產生額外的節點

邊界力，其影響隨節點與邊界距離的增加而降低。Yang 

(2016) 分別以遍布全域的重力場 ࢌത௩ሺ࢞ሻ 和影響係數函數 

തሺ࢞ሻ 可ࢌ ሺ࢞ሻ 來描述節點束制效果以及空間衰減效應，故ݍ

表示為： 

തሺ࢞ሻࢌ ൌ  ത௩ሺ࢞ሻ (15)ࢌሺ࢞ሻݍ

ത௩ሺ࢞ሻ 為提供節點運動束制之重力場，不考慮節點距離ࢌ

造成的衰減效應。ݍሺ࢞ሻ 為介於 0 至 1 之間的函數，定義如

下： 

ሺ࢞ሻݍ ൌ ൝		
1 , ࢞ ∈ ஼ߗ

ሻ	௡݈/ݎ௡ሺݍ , ࢞ ∈ ஽ߗ
0 , ࢞ ∈ ிߗ

 (16) 

其中，ݍ௡為等效重力場從完全束制至完全無影響的衰減函

數。ݎ 為空間中任意一點 ࢞ 與邊界的有號距離，表示為： 

ݎ ൌ ሺ࢞ െ ࢞௕௖ሻ ⋅  ௕௖ (17)࢔

࢞௕௖ 為 ࢞ 在邊界上的投影點之位置向量，࢔௕௖ 為 ࢞௕௖ 處之

邊界向外法向量。݈௡ 為 ࢞௕௖ 處的衰減層厚度，其值與網格

尺寸相關；在尺寸為 ݈௫ ൈ ݈௬ ൈ ݈௭ 的長方體網格中，其值為 

݈௡ ൌ ට൫݈௫݊௫
௕௖൯

ଶ
൅൫݈௬݊௬

௕௖൯
ଶ
൅ ൫݈௭݊௭௕௖൯

ଶ
 (18) 

其中，݊௫௕௖、݊௬௕௖ 和 ݊௭௕௖ 為 ࢔௕௖ 在 ݖݕݔ 座標軸系統中各方

向的分量。如圖 2 所示，當 ݎ ൒ ݈௡，࢞ ∈ ݎ ி；當ߗ ൑ 0，࢞ ∈

஼；當 0ߗ ൏ ݎ ൏ ݈௡，࢞ ∈  。஽ߗ

針對任一節點 ݅ 來說，其節點邊界力 ࢌ௜
௕௖ 即為等效重

力場 ࢌതሺ࢞ሻ 在節點 ݅ 之值與節點質量 ݉௜ 之乘積： 

௜ࢌ
௕௖ ൌ ݉௜ࢌതሺ࢞௜ሻ ൌ ௜ࢌሺ࢞௜ሻݍ

௩ (19) 

此處 ࢌ௜
௩ ൌ ݉௜ࢌത௩ሺ࢞௜ሻ 為節點 ݅  在速度邊界條件下的束制

力，其計算式會因不同的邊界條件設定而有所不同。舉例來

說，在速度邊界條件࢜௜
∗௅ 下， 

௜ࢌ
௩ ൌ െࢌ௜

௧௢௧,௞ ൅
௠೔࢜೔

∗ಽି࢖೔
ೖ

∆௧
 (20) 

其中，ࢌ௜
௧௢௧,௞ ൌ ௜ࢌ

௜௡௧,௞ ൅ ௜ࢌ
௘௫௧,௞；在與以速度࢜௜

∗௞移動的光滑邊

界的碰撞問題中，當 ൫࢜௜
௞ െ ࢜௜

∗௞൯ 	 ⋅ ௜࢔
௕௖ ൑ 0， 

௜ࢌ
௩ ൌ ቀെࢌ௜

௧௢௧,௞ ൅
௠೔࢜೔

∗ೖି࢖೔
ೖ

∆௧
ቁ ⋅ ௜࢔

௕௖	࢔௜
௕௖ (21) 

讀者可參考 Yang (2016) 之文獻以獲得更多的節點邊界力之

案例。 

當使用此速度邊界模擬技巧，式 (4) 中將新增額外的節

點邊界力： 

݉௜ࢇ௜
௞ ൌ ௜ࢌ

௜௡௧,௞ ൅ ௜ࢌ
௘௫௧,௞ ൅ ௜ࢌ

௕௖  (22) 

而在計算節點速度及位置改變量 (࢜߂௜和࢞߂௜) 時，僅須使用

式 (9) 和 (10)，無須再考慮速度邊界的影響。 

四、梁柱元素與質點法的耦合 

本研究將梁柱元素視為質點法計算網格之速度邊界條

件，採用等效重力場的技巧計算節點邊界力 ࢌ௜
௕௖，用以更新

粒子代表的連續體之運動行為。同時，將節點對梁柱元素施

加的集中載重 (即對應於 ࢌ௜
௕௖  之反作用力) 轉化成等效元

素端點力，利用有限元素法的分析技術，計算梁柱元素所組

成之結構構架模型之自由度改變量。為方便說明，本文以二

維問題為例，分別介紹梁柱桿件產生之節點邊界力與梁柱結

構更新的演算過程，然而此方法亦適用於三維問題。 

1. 梁柱桿件產生之節點邊界力 

如圖 3 所示，梁柱元素以線段簡化桿件之幾何形狀，利

用梁理論避免於數值模型中模擬完整斷面的需求。基於斷面

平面保持平面，以及斷面與桿件縱軸之夾角保持不變之理論

基本假設，式 (17) 之有號距離 ݎ 的計算調整為 

ݎ ൌ ሺ࢞ െ ࢞ெሻ ∙ ௕௖࢔ െ ݄ெ (23) 

以準確模擬梁柱桿件表面與連續體的碰撞行為。式 (23) 中，

࢞ெ 代表 ࢞ 在梁柱元素上的投影點之位置向量，݄ ெ 為梁柱

元素從 ࢞ெ、沿 ࢔௕௖ 方向至桿件表面的距離。 

 

 
圖 3 質點法計算網格中代表梁柱元素之等效重力場示意圖 

Fig.3 Illustration of an equivalent specific force field 

for a beam-column element in computational 

grids of the material point method 

除此之外，考量在梁柱桿件斷面較小的狀況下，含粒子

資訊、節點質量不為零之計算網格節點，有可能與模擬之連

續體座落於元素不同側。由於對於任一用於粒子更新的節點 

݅，其對應的向外表面法向量 ࢔௜
௕௖ 應滿足 

൫ഥ࢞௜ െ ࢞௜
ெ൯ ∙ ௜࢔

௕௖ ൐ 0 (24) 

其中 

ഥ࢞௜ ൌ
ଵ

௠೔
∑ ݉௣ ௜ܰ௣࢞௣
௡೛
௣ୀଵ  (25) 

故若計算之法向量不滿足上述不等式，該向量須乘上一個負

號做修正，方為正確的 ࢔௜
௕௖。 

在依序計算出節點 ݅ 對應的梁柱元素投影點 ࢞௜
ெ、向外

法向量 ࢔௜
௕௖ 以及有號距離 ݎ௜ 後，便可依第三節所述，完成

節點邊界力和節點加速度的計算。投影點之搜尋以及法向量

之計算皆於梁柱元素之局部座標軸系統中進行，相關細節詳

附錄。 
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2. 梁柱結構更新 

梁柱元素對計算網格產生作用力的同時，計算網格亦以

大小相同的力反向施加於元素之上。此梁柱元素中的集中載

重，依有限元素法的標準流程，轉化成等效元素端點力，累

加於構架模型的節點上。 

結構構架模型的控制方程式為：  

ሷ܌ۻ ൅ ܌۹ ൌ  (26) ܎

分別代表結構構架系統的質量、勁度和外力矩 ܎ 和 ۹、 ۻ

陣。܌ 為系統自由度矩陣，矩陣上的一個點代表對時間的一

次微分，故܌ሷ 代表系統自由度的二階導數。ۻ 和 ۹ 矩陣係

分別由元素之質量和勁度矩陣組裝 (assemble) 而成，當結

構構架之預期變形與位移較小時，可於僅組裝一次，不需更

新；當模擬問題本身具較大的變形和位移時，ۻ 和 ۹ 矩陣

需於每一分析步重新計算，以反應幾何與材料上的非線性特

性。讀者可參考有限元素法或結構動力分析相關文獻，例如

Cook et al. (2001)，以獲得更進一步的細節。 

本研究採用與質點法一致的時間數值積分進行結構構

架的動力反應更新。演算流程第一步為計算構架自由度在計

算網格作用下的二階導數： 

ሷ௞܌ ൌ ீ܎ଵ൫ିۻ െ  ௡ሻ൯ (27)ݐሺ܌۹

此處，ீ܎代表計算網格導致的作用力矩陣。其次，自由度一

階導數與自由度矩陣分別更新為 

௡ାଵሻݐሶሺ܌ ൌ ௡ሻݐሶሺ܌ ൅  ሷ௞ (28)܌ݐ߂

௡ାଵሻݐሺ܌ ൌ ௡ሻݐሺ܌ ൅  ௡ାଵሻ (29)ݐሶሺ܌ݐ߂

最終，將 ܌ሶሺݐ௡ାଵሻ 與 ܌ሺݐ௡ାଵሻ 回傳給各梁柱元素，以更新

元素的材料狀態參數和端點的自由度與位置。 

 

五、演算法驗證：簡支梁振動反應 

本數值試驗旨在驗證新提出的接觸演算法的準確性，數

值分析結果將利用數學模型之解析解進行比較驗證。如圖

4(a) 所示，本數值試驗設定一簡支梁受到自由落下之矩形物

體衝擊而產生振動，且落下之物與梁碰撞後便黏合在一起，

不再分離。矩形物體邊長為0.25	m，密度 ߩ௢௕௝ 為 960	kg/

mଷ，體積模數 ܭ௢௕௝ 為3	MPa，剪力模數 ܩ௢௕௝ 為 0.6	MPa。

簡支梁長度 ܮ௕ 為 5.0	m，梁厚 ܾ௕ 為 0.05m，梁深 ݄௕ 為 

0.25m，密度 ߩ௕ 為 10ସ	kg/mଷ，楊氏模數 ܧ௕ 為 0.17 GPa。

重力加速度 ݃ 為 10	m/secଶ。矩形物體與梁初始處於靜止

狀態，兩者間之距離 ݀௢ି௕ 為 0.75	m。 

 

  
(a) (b) 

圖 4 簡支梁振動問題以及數值模型設定示意圖 

Fig.4 Illustration of the initial state of an impact-in-

duced vibrating simply supported beam and its 

numerical model setup 

數值模型中，設定為平面應力二維問題，計算網格採 

0.25	m ൈ 0.25	m 之規則矩形網格 (如圖 4(b) 所示)。矩形物

體以 4 ൈ 4 顆粒子均勻離散，粒子面積為單一網格面積之

16 分之 1。簡支梁以梁柱元素模擬，與網格節點接觸時設定

為單純的速度邊界，以式 (20) 計算節點邊界力。本次試驗

考慮有 1、2、4、8 四種元素個數進行梁的離散。時間步長 

 。sec	5.0	sec，總模擬時間為	採 10ିସ ݐ߂

數學模型中，由於矩形塊尺寸遠小於梁之長度，故將矩

形塊簡化為梁中央的集中質量，矩形塊的重量為梁中央的集

中力，且僅考慮簡支梁之第一自然振動模態：߰ ሺݔሻ ൌ sin
గ௫

௅
。

在此理想之假設下，梁中央之位移 ݑ௕ெሺݐሻ 可表示為： 

ሻݐ௕ெሺݑ ൌ
݉௢௕௝݃
݇ట

ቌ1 െ cosඨ
݇ట

݉௢௕௝ ൅ ݉ట
 ቍݐ	

൅
௠೚್ೕ

௠ഗା௠೚್ೕ
	
ඥଶ௚ௗ೚ష್

ఠഗ
sin ൬ට

௞ഗ
௠೚್ೕା௠ഗ

 ൰ (30)ݐ	

式中，݉௢௕௝  為矩形塊之總質量，݉ట ൌ ௕ܮ௕݄௕ܾ௕ߩ0.5  和 

݇ట ൌ
గరா್௕್௛್

య

ଶସ௅್
య  為簡支梁第一自然振動模態下的等效單自由

度系統之質量與勁度。 

圖 5 比較採用不同梁柱元素數量下的簡支梁中點歷時

反應。由圖可知，當採用兩個以上的元素數量進行模擬，簡

支梁之中點反應與式 (30) 算得之理論解相吻合。由此可驗

證本研究提出之質點法與梁柱元素間之接觸演算法之準確

性。 

 

 
圖 5 簡支梁中點位移歷時反應比較：不同數量梁柱元素下

質點法分析結果與解析解之對比 

Fig.5 Comparison of displacement time histories at 

the midpoint of a simply supported beam im-

pacted by a block: numerical results for varying 

numbers of beam-column elements versus ana-

lytical solution 

 

六、演算法適用性測試：兩端固定梁

振動反應 

本數值試驗旨在更進一步探討採用梁柱元素於質點法

分析的優勢與限制，以及測試接觸演算法在大變形問題中的

效果。如圖 6 所示，本數值試驗設定一兩端固定之梁受到自

由落下之圓形物體衝擊而產生振動，落下之物與梁碰撞後可

自由反彈分離。 
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圖 6 兩端固定梁振動問題設定示意圖 

Fig.6 Illustration of the initial state of an impact-in-

duced vibrating fixed-end beam 

圓形物體半徑為 0.25	m，密度 ߩ௢௕௝ 為 960	kg/mଷ，體

積模數 ܭ௢௕௝ 為3	MPa，剪力模數 ܩ௢௕௝ 為 0.6	MPa。梁之長

度 ܮ௕ 為 2.5	m，梁厚 ܾ௕ 為 1 m，密度 ߩ௕ 為 500	kg/mଷ，

楊氏模數 ܧ௕ 為 20.4 MPa，柏松比 ߥ௕ 為 0.31。重力加速

度 ݃ 為 10	m/secଶ。圓形物體初始以 10	m/sec 的速度靠

近處於靜止狀態的梁，兩者間之距離 ݀௢ି௕ 為 0.25	m。 

本試驗考慮 0.5 m、0.25 m、0.125 m 和 0.0625 m 等四

種不同的梁深 ݄௕，其細長比分別為 0.2、0.1、0.05 和 0.025。

此設定旨在觀察不同梁深下，不同模擬方法所給予之梁應力

分布狀態，以及不同變形量下演算法的適用性。 

數值模型中，設定為平面應力二維問題，計算網格採 

0.25	m ൈ 0.25	m 之規則矩形網格。圓形物體以 208 顆粒子

均勻離散，粒子面積為單一網格面積之 64 分之 1。如圖 7 和

8 所示，梁分別採用粒子與梁柱元素兩種方式模擬。梁之粒

子面積為單一網格面積之 16 分之 1。時間步長 ݐ߂  採 

10ିସsec，總模擬時間為	0.2	sec。 

圖 9 和 10 所示，分別為各模型中，梁之頂部表面中點

處之位移以及馮米賽斯 (von Mises) 應力歷時。由圖 9 可見，

相較於梁柱元素之分析結果，利用粒子模擬梁之最大位移反

應較為接近；當細長比從 0.2 降至 0.025，最大位移分別約為

0.075 m、0.18 m 和 0.29 m 和 0.28 m。採用梁柱元素之分析

結果則是分別為 0.056 m、0.19 m 和 0.58 m。(如圖 11 所示，

細長比 0.025、採用梁柱元素之模型，因變形較大，梁從側

邊夾擠圓形物體，產生非此數值試驗感興趣之行為，故不列

入討論。)若以單自由度系統簡化此梁，單自由度系統之勁度

應與 ݄௕
ଷ 成正比。因圓形物體在不同模型中之動能一致，故

以動能轉化為單自由度的彈簧能來概估，最大位移約與 

݄௕
ିଵ.ହ 成正比。以此看來，採梁柱元素模擬之梁反應較之以

粒子模擬之結果貼近真實。此現象歸咎於計算網格之線性形

狀函數，因其無法正確模擬撓曲變形，導致產生額外的、非

物理性的撓曲勁度。此數值缺陷即為有限元素法中的剪切鎖

定 (shear locking)。梁柱元素基於梁理論發展出來，故能準

確模擬撓曲變形，沒有剪切鎖定的問題。 

除此之外，由圖 9、細長比為 0.2 的位移歷時圖中可以

觀察到，以粒子模擬的梁在 0.16 秒左右產生了不自然的停

滯反應。此種現象來自質點法邊界網格處的數值不穩定，且

在應力反應中更為明顯。由圖 10、細長比為 0.2 的馮米賽斯 

(von Mises) 應力歷時圖中可以看到，以粒子模擬的梁在 0.16

秒左右有數值不穩定產生的、不符合物理現象的應力脈衝。

此現象產通常影響的時間較短，且其影響會在粒子離開網格

交界處而消失，多數時候不會影響物體的整體位移反應，例

如細長比為 0.025 的案例中，粒子模擬的梁在 0.04 秒左右的

應力脈衝，便未對梁之位移反應產生明顯的影響。相較於此

數值不穩定產生的偶發性的應力脈衝，質點法中因網格之線

性形狀函數導數的不連續，導致粒子在網格間移動時產生明

顯的數值誤差 (cell-crossing error)，更常嚴重影響所得應力

場的準確性。例如圖 10、細長比為 0.2 的馮米賽斯應力歷時

圖中可以看到，以粒子模擬的梁在 0.18 秒左右產生的應力

不連續反應。梁柱元素基於梁理論，利用梁端自由度計算梁

內應力與應變，故能避免此些數值上的誤差。 

 

 
圖 7 兩端固定梁振動問題中以粒子模擬梁之數值模型設定 

Fig.7 Illustration of numerical model setups with par-

ticle-represented beams in a fixed-end beam vi-

bration problem 

 

 
圖 8 兩端固定梁振動問題中以梁柱元素模擬梁之數值模型

設定 

Fig.8 Illustration of numerical model setups with 

beam-column elements in a fixed-end beam vi-

bration problem 
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圖 9 兩端固定梁中央頂部表面之位移歷時圖 

Fig.9 Time histories of displacement at the midpoint 

of the top surface of beams with fixed ends 

 

 
圖 10 兩端固定梁中央頂部表面之馮米賽斯應力歷時圖 

Fig.10 Time histories of von Mises stress at the mid-

point of the top surface of beams with fixed 

ends 

 
圖 11 細長比 0.025、採用梁柱元素模擬之兩端固定梁在 

ݐ ൌ 0.2 秒時之變形反應。 

Fig.11 The deformation response of a fixed-end beam, 

simulated using beam-column elements with a 

slenderness ratio of 0.025, at ࢚ ൌ ૙. ૛ seconds 

圖 12 為細長比 0.1 的梁，分別以粒子與梁柱元素模擬

下，在產生最大橫向位移時之應力分布圖。比較圖 12(a) 與 

(b) 可觀察到，利用梁柱元素確實可以得到解析度較高的正

向應力場，且不似粒子模擬之梁，不會產生剪切鎖定之剪應

力分布狀況。然而利用梁柱元素之分析結果，亦不會出現梁

理論未考慮的反應，例如梁上層表面因圓形物體的接觸而產

生之垂直方向的正向應力 ߪ௬௬，或碰撞產生的應力波。 

 

 
圖 12 細長比 0.1 之兩端固定梁在最大橫向位移時之應力

分布圖：(a) 粒子模擬之梁和 (b) 梁柱元素模擬之梁 

Fig.12 Stress distribution in fixed-end beams with a 

slenderness ratio of 0.1 under maximum deflec-

tion 

圖 13 呈現各模型的分析時間。因梁之粒子總數，(如圖

7 所示) 隨細長比的減少而減少，故分析時間亦隨之減少。

相較之下，本試驗在不同細長比的問題中，維持使用四個梁
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柱元素進行模擬，分析時間理應相似。然從圖 13 可以觀察

到，採用梁柱元素時，細長比 0.2 與 0.1 的分析中，所用時

間基本上保持一致；細長比 0.05 時，分析時間略為增加；細

長比 0.025 時，分析時間則明顯增加。此現象暗示目前採用

的投影點計算技巧在梁產生大變形、大位移時，計算效率較

差量。 

 

 
圖 13 兩端固定梁振動問題分析時間比較圖 

Fig.13 Comparison of computational times for fixed-

end beam vibration problems 

總結來說，梁柱元素立基於梁理論的數學模型上，在符

合數學模型的假設下，其計算撓曲與軸向變形所造成的應力

之效率與精準度，自然優於任何以連續體為目標、以空間離

散的技巧推導出來的元素。本數值試驗中採用的質點法計算

網格元素，相當於有限元素法中的雙線性四邊形元素 (bilin-

ear quadrilateral element)，其在模擬梁的撓曲應力時，橫向 

(梁深方向) 的元素個數最少須為兩個 (如圖 7 左上、細長比

為 0.2 之模型所示)，一般在八層元素以上，以獲得合理的應

力分析結果。圖 13 顯示在滿足最低的兩層元素個數的需求

下，利用梁柱元素已可節省約兩倍的計算時間。換言之，若

欲獲得合理的、可用於設計的撓曲應力精準度的狀況下，使

用梁柱元素會比使用粒子模擬梁，明顯來的有效率。 

 

七、結  論 

質點法能模擬出合理的物體運動，以及處理複雜的物體

接觸問題。本研究提出梁柱元素與質點法之接觸演算法，透

過採用結構元素，增加結構桿件應力計算的精準性，故能增

加質點法於工程設計上的實用性。本研究將梁柱元素視為質

點法計算網格之速度邊界條件，並利用 Yang (2016) 所提出

的等效重力場的技巧，計算元素對網格節點作用之邊界力，

用以更新質點法中粒子的運動。節點邊界力之反作用力即為

網格節點對梁柱元素施加的集中外力，可透過有限元素法之

分析流程更新元素組成之梁柱構架系統之運動狀態。本研究

採用兩個梁受物體撞擊產生振動的二維問題，驗證與測試新

提出之接觸演算法，並探討使用梁柱元素分析的優劣勢。研

究主要發現總結如下： 

．新提出的演算法能使梁柱元素相容於質點法之計算之中，

產生正確的位移反應。 

．在梁柱元素歷經大變形與大位移時，採用牛頓法的投影點

搜尋計算效率會明顯的下降。 

．採用梁柱元素可以避免剪切鎖定 (shear locking)，並增強

桿件內部應力場之解析度。 

．在產生相同的撓曲應力分析精準度下，採用梁柱元素會遠

比使用粒子模擬結構桿件來的有效率。 

未來研究可進一步發展更穩定有效之投影點演算技術，並以

真實試驗資料進行接觸演算法與質點法之驗證。 
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附錄、投影點與法向量之演算 

本研究透過牛頓法計算梁柱元素上距節點 ݅  最近的

點，也就是投影點 ࢞௜
ெ，並進而計算法向量 ࢔෥௜

௕௖。࢔෥௜
௕௖ 需經

過式 (24) 之判別以獲得法向量 ࢔௜
௕௖。 

 

 
圖 A.1 投影點計算示意圖 

Fig.A.1 Schematic diagram of projection point calcula-

tion 

如圖 A.1 所示，投影點的計算係在各梁柱元素之局部座標軸

系統中進行。圖中虛線為元素變形後的曲線。࢞௜௢
ᇱ 	為節點 ݅ 

在局部座標軸系統中之位置。紅色實心圓為測試點，此點沿

元素變形曲線的位置向量 ࢘௘  在 ݔ௢ᇱ ௢ᇱݖ௢ᇱݕ  座標軸系統下可

表示為： 

࢘௘ሺߙሻ ൌ ሾߙ ൅ ,	ሻߙሺݑ ,	ሻߙሺݒ 0.0ሿ (A.1) 

其中 ݑሺߙሻ 和 ݒሺߙሻ 分別為梁在 ߙ 處的軸向和橫向位移，

0 ൑ ߙ ൑  ：的微分即為該點的切線向量 ߙ ሻ 對ߙ௘。࢘௘ሺܮ

ሻߙ෩ሺࢀ ൌ
ௗ࢘೐
ௗఈ

ൌ ቂ1 ൅
ௗ௨

ௗఈ
	 ,

ௗ௩

ௗఈ
	, 0.0ቃ (A.2) 

其長度為 

்݈௡ ൌ ฮࢀ෩ሺߙሻฮ (A.3) 

將節點位置扣除測試點位置，可得距離向量 

ሻߙ෩ሺࡺ ൌ ࢞௜௢
ᇱ െ ࢘௫೚ᇲ ሺߙሻ (A.4) 

其長度為 

݈ே௡ ൌ ฮࡺ෩ሺߙሻฮ (A.5) 

若此測試點為 ࢞௜௢
ᇱ  在元素上之投影點，ࢀ෩ሺߙሻ 和 ࡺ෩ሺߙሻ 之夾

角應為直角，代表 ࢀ෩ሺߙሻ ⋅ ሻߙ෩ሺࡺ ൌ 0。 

本研究定義函數 

௡݂ሺߙሻ ൌ
෩ሺఈሻࢀ

௟೅೙
∙
෩ሺఈሻࡺ

௟ಿ೙
 (A.6) 

並以牛頓法求得 ௡݂ሺߙሻ ൌ 0 之解。令ߙ௧௥
௡  為 ݊	次迭代中所

採用的 ߙ 之值 (下標	ݎݐ	表示此為測試值)，且以࢞௜௢
ᇱ  的	ݔ௢ᇱ 	

分量作為初始值：	ߙ௧௥
଴ ൌ ௜௢௫ݔ

ᇱ 。 

在第 ݊	 次迭代中，若距離向量的長度	݈ே௡	 為零(或小

於誤差容許值݈݋ݐ)，代表元素之變形曲線經過節點 ݅，故無

需再搜尋投影點。若 ்݈௡ ൒  其單位法向量為， ݈݋ݐ

௧௥ߙ෥ሺ࢔
௡ ሻ ൌ ሾ0	, 0	, 1ሿ ൈ

෩ሺఈ೟ೝࢀ
೙ ሻ

௟೅೙
 (A.7) 

若 ்݈௡ ൏ 代表梁僅於軸向移動與變型，故其單位法向量，݈݋ݐ

為 

௧௥ߙ෥ሺ࢔
௡ ሻ ൌ ሾ0	, 1	, 0ሿ (A.8) 

若	݈ே௡	 不為零(或不小於誤差容許值݈݋ݐ)，則需搜尋 ࢞௜௢
ᇱ  

於變形曲線上之投影點。若 ்݈௡ ൒ 則以 ห， ݈݋ݐ ௡݂൫ߙ௧௥,௡
ᇱ ൯ห ൑

判別測試點是否為投影點；若 ்݈௡ ݈݋ݐ ൏ 則以 ห， ݈݋ݐ ෩ܰ௫ห ൑

෩ࡺ 判別，此處 ෩ܰ௫ 代表 ݈݋ݐ  ሺߙ௧௥
௡ ሻ 在 ݔ௢ᇱ  方向之分量。當測

試點為投影點，單位法向量為 

௧௥ߙ෥ሺ࢔
௡ ሻ ൌ

෩ሺఈ೟ೝࡺ
೙ ሻ

௟ಿ೙
 (A.9) 

若否，則更新 ߙ 之測試值並進入下一步的迭代流程： 

௧௥ߙ
௡ାଵ ൌ ௧௥ߙ

௡ െ
௙೙ሺఈ೟ೝ

೙ ሻ

௙೙
ᇲሺఈ೟ೝ

೙ ሻ
 (A.10) 

其中 ௡݂
ᇱሺߙሻ	為	 ௡݂ሺߙሻ	對	ߙ	的一次微分。

 




